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1.2 Grundlagen

H Fakultat Dies gilt fur
1. Allgemein , 1)
1.1 Mengenlehre n!= |-| k= 1R203H40.[h Per Definition:
Z | =
Leere Menge } k=1 o=1
Menge der natlirlichen Zahlen 0,1,2,34,..} Binominalkoeffizenten (n + 1) 1= (n + 1) n!
1.23,4,..} n!
-3,-2,

Menge der ganzen Zahlen -1,0,1,2,3,4,... }

{
{
Menge der nat. Zahlen ohne 0 {
{.
Menge der rationalen Zahlen (

k=0
n=0 1 =1
=1 v A =2
=2 1 >+ =3
=3 1/ / 3 1 =4
=4 v 4 e 4 ¢ =5
=5 1 5= 1 [A6] 5+ =6
= /4 I\)_I 4 I‘/(‘ D/ -
= 2

Funktion beim HP48GX
[MTH][PROB][COMB]

Daraus folgt:
lave"=y Bifatort
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1.2.1 Betrag

Im Taschenrechner unter ABS (x)

Regel:

B} (@2 0)
jaf = Hc-la (a<0)

Allgemeine Rechenregel:
a-= |a|Dsgn(a)

|- al= la]
lab| = |alCp)
4
bl |4

Fir reele Zahlen gilt

- ¢
sgn(ab) = sgn(a)lsgn(b)

Dreiecksungleichung:

Ja+ B[ Jal+ o]

1.2.2 Logarithmen

Stocker S.50f
Allgemein:
ax - b (a>0)
x=log,b a ;
manchmal auch als “log b geschrieben
Umformungsregeln G(in)
log,(y) = log,(x) = y=x
log(y) < log(x) = y< x :
Summe: ’
log, (bby) = log, (b)) + log, (b,) //
Differenz: ok 3 T 5 T
u
1oga(;) = log,(u)- log,(v) 2/
Potenz: 4
log,(b") = nx log,(b)
ax - exln(a)
Wurzel:

1
= 1
log, ¥u = log,(u") = —x log,(u)

Wechseln der Basis
_ log, x lg(x) _ In(x)
log,b  lgb) In(b)

log, x

Autor: M.Drifte
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1.3 Polynome 1.4 Hyperbolische Funktionen
1.3.1 Horner-Schema 1.4.1 Definition
« Das Hornerschema hilft einem bei der Berechnung von Funktionswerten einer ganzrationalen e¥ - e ¥ -
Funktion sowie das schrittweise reduzieren einer Polynom Funktion(abspalten einer inh - 500
sinh(x) =
Nullstelle). 2 P . ] . )
P(x)=ao+ a:;x + ax?+ asx® r { ”
a; a, a Ao
2
|X0 AsXo (az+a3X0)Xo (a1+32Xo+a3+X o)Xo RO a0
2 2 3
as axtasao artaXotaszxo aotaixptazxotasa’y cosh(x) = 5
* Das Hornerschema kann verwendet werden um zB. den wert des Polynoms P(x) an der -
Stelle xo zu berechnen.
Mit dem HP GX48
Fir konstante Koeffizienten kann inh '
[SOLVE-POLY] Verwendet werden tanh(x) = sinh(x) )
Die Koeffizienten werdenin[ ... as a, a; a] angegeben. COSh(X)
1.3.2 Nulistelle aus einer quadratischen Funktion
2 — /
ax*+bx+c=0 :
L Vb? - 4ac
1 2 - 1 05 05 1
’ 2a Stécker s 60. 7
cosh(x) -
coth(x) = ————
M sinh(x) 2o
1.3.3 Lésungsmenge
D: Diskriminate
D= b’ - 4ac -
Diskriminate LoOsungen ses00
D=0 Gibt es nur eine reelle Lésung -
D>1 Gibt es zwei reelle Lésungen 1.4.2 Eigenschaften
D<0 Komplexe Losungen 5 . 12
1.3.4 Satz von Vieta im Stécker p.60 cosh”(x) - sinh™(x) = 1
i c sinh(x + y) = sinh(x)cosh(y) + cosh(x)sinh(y)
X, X, = — . .
172 cosh(x + y) = cos(x)cosh(y) + sinh(x)sinh(y)
-b sinh(- X) - - sinh(x) “ungerade Funktion®
Xt X%, “gerade Funktion*
a cosh(- x) = cosh(x) 9

Mit dem HP GX48
[VAR] [ALGE] [Q.GLEI]
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1.4 Area Funktionen
1.4.1 Definition

arsinh(x) = ln(x+ Vx4 1) 2

-10 5
/
-2
3

o - @

arcosh(x) = ln(xi m)

i

arctanh(x) = In[ L+ XH l/
OV1- x[ ‘
arctan h(x) = lln@H—XQ le
2 UlI-x
arccoth(x) = Inl] X IH
OVx-10

1
arccoth(x) = —In

ta
2 x-1
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2. Matrizen

2.1 Was sind Matrizen?

2.3 Die Transponierte einer Matrix

Jajp ap o Ay 3p[
]aZI Aoz - Am-i asz
T 093 43 - A3mer A3m
}a’nl Ay - Aym- aan

Matrizen sind in Spalten und Zeilen aufgeteilt:
Wobei m der Spaltenindex und n der
Zeilenindex ist

2.2 Inverse einer Matrix

Vorgehen:

d;p a4y AaAz; Ayp

Matrix an der Haupt diagonale Kippen

Vorgehen:
0 Binheitsmatrix 1)
Da]l a, a; a, 1 0 0 ol
L 0
A= 03y @, ay a, 0 1 0 0
Hasl a;, a; a, 0 0 1 OH
Ja, a, a5 a, 0 0 0 1Ip

Form bringen

Dann mittels Gausselimination die Matrix in folgende

Die Matrix muss gleich viel Spalten
wie Zeilen haben.

Nach Gaus-Jordan

An die Bestehende Matrix wird eine
Einheitsmatrix angehangt.

Rechenregel

(40B)" = BT 047
(40B0C)" = cTOBT 04T

Falls A" existiert gilt:
R

Mit dem HP [MTH][MATR][MAKE][TRN] fir
Numerische und

[LIBRARY][ALG][ATRN] fiir Symbolische
Matrizen.

Num: [[12]1[34]]
Sym: {12} {34}

2.4 Rang einer Matrize

r= Rg(A)

Bei Zeilenumformungen andert sich der Rang
nicht.

Mit dem HP 48 MTHI[[MATR][NORM][RANK]

Der Rang einer Matrize sind die Anzahl nicht
verschwindene Zeilen nach dem man sie auf
Dreiecks oder Trapezform gebracht hat.

Die Dreiecks oder Trapezform erhalt man zb.
durch den Gausalgorytmus.

Anwendungen:

Uber den Rang kann bei einem
Gleichungssystem die L6sungsmenge
bestimmt werden.

2.5 Multiplikation

Hl 000 X X X X%
_ g0 1.0 0 X X X X
) Ho 010 X X X X%
go o o 1 X X X XI
Die Inverse ist somit
IX X X XO
Al = IX X X XU
- EX X X X%
X X X X
Schnelle 2x2 Matrixinverse
_Ha b Nur Invertierbar wenn (ad-bc) # 0
4= %c d%
- 1 gd -b
1.
e bcg' c ot
Rechenregeln Bem:
4 DA_l -1 Matrizen kdnnen nicht Dividiert
1 ist die Einheitsmatrix werden!
A'04=1
(40B)'= B 047!

Multiplikation nach dem Falkscheme (Stécker
408)

C=AB
b, by,
_|B I
AlC a8 |G G
Ay Ay [Cy Cp
Allgemein

1

ny = Z axk |]bky

Matrix B muss gleich viel Zeilen haben wie A
Spalten hat.

¢, = a;b,ta,by,
Cp = a;b,ta;by
Cy = a,by tay,by,

Cyy = ayb, tayby,

Mit dem HP [1/x] fir Numerische und Num:[[12][34]] k=1
[LIBRARY][ALG][AINV] fir Symbolische Matrizen. Sym: {12} {34}} Regeln
AlB# BIA
Autor: M.Drifte Seite: 6/55 19. Nov. 2006
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2.6 Determinanten

Allgemeine Regeln:

Eine Determinante ist eine
Abbildung die eine
Quadratische Matrix A
eindeutig eine reelle

Man Schreibt:
Haupt diagonale
Neben diagonale

1. Vertauschen von Spalten

Vertauschen von zwei Spalten fihrt zu
Anderung des Vorzeichens der Determinante

d Ja bf - 0b af
e ol " %%Ha of
2. det(AT) - det( A) Die Determinanten der Transponierten Matrix

ist gleich der Determinanten der Matrix

3. Alles was fir Spalten gilt, gilt auch fur Zeilen.

Bsp Es andert sich das Vorzeichen der Determinante

wenn man zwei Spalten vertauscht

Multipliziert man eine Spalte(Zeile) mit einem

Hall\\alZ o 8 H a;p A e Ay (komplexe) Zahl zuordnet.
det(A) = i Ay Amp - @21 ax Al = g ) ]
0 : ; ~_ ¢ 0 : : . ik Man liest ,Determinante von
. “ . B
Ja a a0 lay ap .. a A* Dabei ist n die Ordnung
n n2 o " o o der Determinante
2x2-Matrix
a a
1 12H - -
det@a > ﬁ = apan T apay
21 74 —_
3x3-Matrix
Han ap  alay ap
detHazi/az)gﬁf}\Azz T andyasy t Apands; t di3dyds)
A3y~ d3y ~Qyzalyy O3y
T Q30031 T d1d3dsy T A1pdp1d33
nxn Matrix Mittels
Da. . Gauseleminationsverfahren
0 0 ! i die Matrix in 3-Eckform
A= 2. @mp bringen so wie unten.

Ho 0 o ad
Danach nach folgender Formel

det(A) = a,, Day, Thgy0. A,

Mit dem HP [MTH][MATR][NORM]DET] fur Numerische und
[LIBRARY][ALG][ADET] fiir Symbolische Matrizen.

Num: [[121[34]]
Sym: {12} {34}

as=[ads [

Oder auch mit dem Entwicklungssatz nach Laplace STOCKER P415,416

4. )\ a b _ a b Faktor A, dann andert sich die Determinante
c d ¢ M um den selben Faktor.
Addiert man ein Vielfaches einer Spalte(Zeile)
5 a b _ a (b ta Da) zu einer anderen Spalte(Zeile) dann andert sich
: - die Determinate nicht!
c d |c (d+a
b wenna+b=a (c+d) Sind die Zeilen(Spalten) eine Matrix liniear
6 a -0 odera+c=a (b+d) abhéangig so verschwindet die
: - Determinante
c d
_ Wenn man die Determinante eines Produkts
7. det(ADB) - det( A) Ddet( B] betrachtet gilt folgendes:
|ATB= |A|0jB|
Folgerung:
‘A‘l‘ 1
Al
a a a Determinanten einer
11 12 In Dreiecksmatrix berechnet
8 0 ay e ay, Day, Dagsl. 1, sich aus den Produkten
. der Diagonalelemente
0 0 a,,
Bei Speziellen Formen:
A 00 Wobei:
9. det(Al=0 A, 0]|=]A|0A, D04, Ja, a0
0 0 A, A= f
a’ln ann

Autor: M.Drifte
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2.7 Lésung von Gleichungssysteme mittels Determinante(Carmen-Reg)

axt by +cz=d, Gleichungssystem mit 3 Unbekannten

ayx+ byyt cyz= d,

asxt byyt c3z= dy

Mittels Determinaten kann folgendermassen nach x,y und z aufgelést werden:

Vektorschreibweise Ausgeschrieben:
Spalte 1 ist durch d ersetzt d b ¢

o [ oy

Q|
St sl

X =

Spalte 2 ist durch d ersetzt a

Qy
o
)
w
A
w
[x)
w

y_

d,
b

,.C a b ¢

Q)

Spalte 3 ist durch d ersetzt

N
"

Q)
S

Qy
ISR
e

Bemerkung:

Es koénnen beliebige (Singulare ) Gleichungen mit n Gleichungen und n Unbekannten gelost
werden. Es wird hierbei wie oben fir die erste Unbekannte(x) bei der Det() im Nenner die
1.Spalte durch die Letzte Spalte (d) ersetzt, fur die

2. Unbekannte (y) die 2. Spalte durch die Letzte ersetzt usw.

Autor: M.Drifte
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2.7 Das Simplex-Verfahren 4. Pivozeile berechnen

Vorgehen: Pivozeile[x]= -PivozeileAlt[x]/PivoAlt
Vorher(Alt) Nachher(Neu)
. . X1 X2 1 Y1 X2 1
1. Bestimmung des Pivoelements m 5 " 2 X 55 65 | 4l
1. Das Pivoelement muss negativ sein Yo -1 -2 7 Yo
2. Das Pivoelement muss oberhalb von eines positiven z-Elements liegen z 4 15 0 z

3. Kleinstes Element suchen auler in der [1] (pivo) Spalte. . .
5. Restliche (ohne Pivospalte) berechnen
Eintrag[x][y]=PivospalteNeu[x]*PivoZeileAltly] + EintragAlt[x][y]

Element[Pivospalte][y]

Element[Letzten(Konstanten)Spalte][y] Vorher(Alt) Nachher(Neu)
X1 X2 1 Vi X2 1
Der negativste Quotient von oben ist das gesuchte Pivoelement i; :? ZS ‘71 ;; =i :Zg g/15,5
z 4 15 0 z 51/5 16/5
2.Beschriftung :
Beschriftung Pivospalte mit Pivozeile vertauschen 6_.P|vospalte bereChn,en
Vorher Nachher Pivospalte[y]=PivospalteAlt[y])/PivoAlt
i X 1 v, Xo 1 Vorher(Alt) Nachher(Neu)
Vi Pivo X4 Pivo X4 X2 1 Y4 Xo 1
yo vz yi 5 -6 4 X1 -1/5 -6/5 4/5
Z z Yo -1 -2 7 Yo 1/5 -4/5 31/5
z 4 15 0 z -4/5 51/5 16/5
3. Pivoelement berechnen Ausfiihren bis alle Elemente in der Zeile ohne die [1] Spalte kleiner als 0 sind
-Kehrwert des Pivo Element Pivo = 1/PivoAlt
Vorher(Alt) Nachher
X1 Xo 1 Vi1 Xo 1
Y1 -5 -6 4 X1 -1/5
Ve -1 -2 7 Ve
z 4 15 0 z

Autor: M.Drifte
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3. Folgen

3.1 Allgemein

3.3 Alternierende Folge

(an) = (alaa25a33a4s--~

CHENC*

Eine Folge ist eine Anordnung von unendlichen
vielen Elementen.

Zwei Folgen sind nur dann gleich wenn alle ihre
Glieder Ubereinstimmen.

(al’[) = (1’_ 1’]"_ 1’15_ 17]"_ 1"")

Eine Alternierendefolge ist eine Folge bei der
aufeinaderfolgende Glieder unterschiedliche
Vorzeichen haben.

3.4 Differenzfolge

3.2 Rechenregeln

Addition:
(ca) = (@) + ()]
¢ = apt by

bk = ak+1 - ak (k=1,2,3,...)

BSP:
Gegebene Folge

(a;) = (1.4,9.2536,49,..)
1.Differenzfolge

) = (35.7.9,11,13,..)

Multiplikation mit einer reellen Zahl
(c,)= A (a,)

¢ = Aay

3.5 Arithmetische Folgen (AF)

Recht schieben um m Stellen

(b)) = (ay- )

Es werden 0-en voran geschoben.

Links schieben um m Stellen:

(b,) = (ays )

Es werden die ersten m stellen geldscht.

ap=aj+(k-1d  (=123,..)

d: Differenz zum nachsten Glied

0= 5
a, = a;- (k- l]d

Die Differenz zweier aufeinander folgenden
Glieder a;, - ay ist bei arithmetischen
Folgen konstant, dh. unabhangig von k

BSP: (a,) = (1,3,5,7.9,1113,..) ist eine
arithmetische Folge.

3.2 Nulifolge(NF)

3.5.1 Summe einer AF

n= (0,0,0,0.....,0)
oder
|ak|< ¢ LUkz2n,

Eine Nullfolge ist eine Folge deren Glieder alle
Null sind oder gegen Null streben.
Eine Folge wird Nullfolge genannt, falls

Oe> 0 ein n00 IN existiert

Verschiedene Nullfolgen

Y [a,+al]
J oyl

oder

a, = n@al + —d(nz_ 1)@

Spezialfille:
n 2
Y Kzt D)
k=1 3

3.5.2 Aritmetische Folgen héherer Ordnung

1 HARMONISCHE FOLGE
k
P In(¢) . )
q" flr P —rr= Jede Geometrische Folge fiir Iql < 1
In(|g])
k
k*-1

Grundsatz

Nullfolgen ist.

Es kann gesagt werden, dass eine Folgen die kleiner oder gleich einer Nullfolge ist, auch

BSP:

Gegebene Folge  n° = (1,4,9,25,36,49,...)
1.Differenzfolge = (35,7.9,11,13,..)

2.Differenzfolge = [2,2,2,2,2,2,2,...)

Die zweite Differenzfolge ist eine
Konstantefolge !
Man sagt dann (n?) ist eine AF 2. Ordnung

Autor: M.Drifte
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3.6 Geometrische Folgen (GF)

3.7 Zinsrechnen

Eine Folge bei der die Quotienten zweier

(a”) = (a1,a5,a3,4,...) aufeinander folgender Glieder immer gleich
a, = alqk—l (k=123,..) gross sind, d.h. konstant.
a
q- —kel (k=1,2,3,...) g: quotient zweier aufeinander folgende
a Glieder =konst

3.6.1 Summer einer GF

Definition
- 2 3
sTaqtagtaq taqgt...... ta,q

Die Summe der Glieder einer endlichen GF

n 1-a"
s=2ak=a1 = (g# 1)

k=1

gi: Summe der Glieder einer unendlichen Fir 7 » ® und |q| <1 git:

[

Y ac= i el<n

k=1

Zinseszinsrechnung K =Kapital nach n Jahren
n p =Prozentsatz
K = @1 + L@ K, Ko =Anfangskapital
" 100
Fiir Stetige verzinsung nach n Jahren gilt
o
- 0100
K,=e UK,
Nachschiissige Einzahlungen R= Nachrate (Sie wird am ende einer
n-1 Zinsperiode einbezahlt)
K = quo + RZ qk q= Quotent der GF (q=1+p)
n
k=1
1- ¢" (n=0,1,2,3,4...)
K, = q"KO + R
1-¢
Vorschiissige Einzahlung
di-a)
Kn = quO + R—
1-¢

Autor: M.Drifte

Seite: 11/55

19. Nov. 2006




| Formelsammlung Algebra

4. Reihen

4.1 Unendliche Reihen

4.1.1 Konvergenz Kriterien

[

k=1

ap, = a taytastagt...

Das Problem ist wie addiert man unendlich
viele Glieder?

1. Konvergenztest
Die Reihe divergiert wenn

fma 20 s=Y q
-

Falls hm ay = 0 kann die Reihe divergieren

oder Konverg|eren.

Man Betrachtet eine Teilsumme und priift ob
diese gegen ein bestimmten

2. Quotientenkrieterium

z a, eine Reihe mit pos. Gliedern

§ = lim %L
k- o a

Geeignet wenn a Fakultat von k oder k-te
Potenz enthalt.
d<1
1

konvergiert fir
divergiert fir 0>

n

Fir die Summe Sy = Z %k wert strebt.(konvergiert)
=1

gilt dann ,}fnj S, =8

Satz

1
Die Reihe Z —
k2

1

Die Reihe z -

Die Reihe Z

k1+e

konvergiert.

divergiert

konvergiert fur alle e>0

3. Wurzelkriterium

a,. eine Reihe mit pos. Gliedern

11m ’{/Z
0

> A

Geeignet wenn a, k-te Potenz enthalt.

0<0
d> 1

konvergiert fur

divergiert fur

4. Majoranten und Minoranten Krieterium

Falls 2 a; und z by zwei Reihen mit pos.

Gilt a, < by,0k

konvergiert Z b, = konvergiertz ar .

divergiert Z a;, => divergiert 2 b .

Beide Reihen durfen nur positive Glieder
aufweisen. Dieser Test bedarf einer gewissen
erfahrung und sollte deshalb erst am schluss
angewendet werden.

5. Leibniz-Kriterium

Die Reihe ) (-1)""'a, (
k=1
konvergiert wenn:
1.) (ax) monoton fallend ist

2) khm a;r = 0 (NFyist.

ak>ODk)

Kann fiir alternierende Reihen verwendet
werden.

Autor: M.Drifte
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5. Potenzreihen
5.1 Definition

Eine Potenzreihe in Potenzen von (x - Xo) ist ein Reihe der STOCKER p.511,513

Form:
e ag Koeffizienten
Z a, (x- x) = apt ay(x- xp)t ay(x- xp)* ... X Zentrum oder
o Entwicklungspunkt
X: Variablen
-1 Will man ein Potenzreihe untersuchen dann
- _ k empfiehlt es sich , die Partialsumme zu
S (x) Z 4 (x= %) untersuchen zu betrachten (Summe der
k=0

Erstenglieder): (Siehe unter anderem auch in

4.

5.2 Approximation von Funktionen

Ziel ist es eine gegebene Funktion f(x) in der Umgebung eines Punktes a durch ein
Polynom
Pn(x) n-ten Grades zu approximieren.

5.2.1 MacLaurin Polynom (punkt a=0)

5.1.1 Konvergenzradius

Das n-te MacLaurin Polynom lautet Es soll gelten:
P £(0)= P,(0)
R=y L /(0= B1(0)
fo 7"0)= £"(0)

Fur den Fehler siehe 5.2.3

‘ b B W
FO% = B0
Losungsansatze ohne die Ableitungen zu berechnen.

« Parzialbruchzerlegung 8.1
¢ Summe einer unendlichen Geometrischen Folge 3.6.1

0

Potenzreihe z a; (x- x)*

Fur jede Potenzreihe in (x - xo) gibt es eine
reelle Zahl R = 0, genannt Konvergenzradius
so, dass die Potenzreihe:

Konvergiert
Divergiert

Konvergieren oder Divergieren
Es sind weitere Untersuchungen nétig

5.2.2 Taylor Polynom (punkt a!=0)

Das Taylor Polynom n-ten Grades einer
k Funktion f(x) an der stelle a.

(k)
Rw:Y L

k=0

x- a)

5.2.3 Restglied nach Lagrange

k=0
|x- x0|< R
[x- x| R
|x- XO|= R
Quotienten Kriterium
. a
R= lim|—*£
kaolapy

Wurzelkriterium

R= i o

Der Konvergenzradius falls der Grenzwert
existiert

bezw. dieser Grenzwert existiert

Falls die Funktion in einer Umgebung der Stelle
x=a und n+1 mal differenzierbar ist und
dasTaylor-Polynom von f an dieser Stelle ist

Fehler an der Stelle x
R, (x) = f(x)- P,(x)

oder
f(n+ 1) (C)

SO Gy

(X _ )n+ 1 wobei ¢ zwischen x und a liegt.

5.2.4 Binominialreihe

5.1.2 Konvergenzbereich

(X~ R,x,+ R)

I I 1 X

-

I |

\ f \

x-R X0 X+R
Menge aller xI R(oder C) fiir die die Reihe
konvergiert

[

1+ x)" = Z E({(% xk

k=0

%q % _a(@ - D...(a(n- 1)
kP =
fir (4 <x<1) 120..[h

x kann substituiert werden. dh.
oder vor x kann ein Faktor stehen.
(1+%)" = 1+ ax+ u(az'— Dy, 00" 13)'((1 "2,

LI
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5.3 Approximationspolynom nach Newton

Lineare Interpolation

Pi(x) = yo t (x- x¢) Oy[X¢,X] Yn
y[Xg,X1]= tin )
X1~ Xp

= ylx,]

Quadratische Interpolation
Py(x)= yot (x= x0) Dy[xg,x ]+ (x = x)(x = x) Dy[x, %), x,]
[x1,X5]- ¥[Xg,%4]
X2 ™ Xp

_ Y
y[Xg,X1,X5] =

Approximation hohere Ordnung
Y[X17X2"~~>Xk]_ y[XO;X];n-;Xk—]]

Xk = Xp

Y[Xg,Xpsees X ] =
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6. Differentialrechnen

6.1 Grenzwerte

6.1.3 Stetige Funktionen

Linksseitiger Grenzwert

lim f(x)= L,

X- Xg

X<Xo f(x f(xo)

Rechtsseitiger Grenzwert

lim f(x)= L,

p
X~ X

f(xo) f(x)

v
x

Definition

Man nennt eine Funktion f stetig im Punkt c, falls gilt
¢ Man kann ihren Graphen ohne abzusetzen zeichnen.
o f(c) ist definiert
. £1}13f(c) existiert

. li@f(c)= f(c)

Eine Funktion, die in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs stetig ist, nennt man eine stetige
Funktion.

e Polynome
¢ Sinus,Cosinus,hyperbolikusfunktion

« Exponentialfunktion y = e*, Logarithmus

6.1.1 Rationale Funktion

6.1.4 Funktion bleiben unter folgenden Regeln stetig

Definition a,,b, J R und

n n-1
_aXx ta x t.taXxta b 20  a 20
M0 o b x™ 4 bxt b m® T S
m m- 1 1 0

Die Pole einer Rationalenfunktion
Die Rationale Funktion r(x) hat an der Stelle x, einen Pol k-ter Ordnung falls x, eine k-fache
Nullstelle des Nennerpolynoms hat.

Summation Sind f und g stetig (in C)
ftg
Multiplikation Sind f und g stetig (in C)
flg
Division Sind f und g stetig (in C) und g nicht 0
f
g

6.1.5 Hilfsfunktionen zum berechnen trigonometrischer Grenzwerte

2 Nur fiir sehr kleine x (x = 0)

(0= 1=
COS(X) = 5

sin(x) = X

6.1.2 Regeln

Summation Wenn der Grenzwert von g
lim[f(x)+ g(x)] = limf(x) £ limg(x) und f existiert

Multiplikation Wenn der Grenzwert von g
lim[ £(x)0g(x)] = lim f(x) dimg(x) und f existiert

Division Falls lim g(x) != 0

f(x) limf(x)
g(x)  limg(x)

Multiplikation mit einer Konstanten c eine Reele Zahl

lim[c[f(x)] = climf(x)

Wurzel f(x)>0
limy/f(x) = 8/lim f(x)
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6.2 Differential

Definition
Berechnung der Steigung einer beliebigen Funktion im Punkte x

Differenzenquotienten von f an der Stelle x

by S+ bx)- f(x)

Ableitung von C f(X)
[cf(x)]'= cf(x) (cUR)

Ableitung von 0 f(x)+ B g(x) (a.p OR)
[0 fF)+ B g'= 0 F'(x)+ B g'(®)

Ableitung von f(x)+ g(x)
[f(x)+ gX)]'= F'(x)+ g'(x)

Summenregel

Ableitung von f(X) Dg(X)
[£C0) Dg(0T'= (%) Ig(x) + g'(x) Cf (x)

Produktregel

lim — = lim
Ax-0AXx  Ax-0 A x
Steigung der Sekante
by
tan(0 ) = —
Ax
6.3 Ableitung im Punkte x
+ - Unter der Ableitung (Differentialquotient)
lim f(X A X) f(X) = lim A_y der funktion f im Punkt x versteht man
Ax- 0 Ax px- 0Ax  diesen Grenzwert

= f(x) = 4
dx (x)

Ableitung von f(X)
g(x)
UE0 U | £0"e(x) - £(x) Dg(x)f
Je(0)1 [P

Divisionsregel

Ableitung von Polynomen
P(x)= a,+ a,x+ a,x’+..+a X

n

0 P(x)'= a, + 2a,x+ 3a,x’+..+na x""'

Kettenregel

[f(g(x))]"= '(g(x) )Ig'(x)

Anwendung bei komplizierten
Ausdriicken hilfreich

oder
' o f(xt Ax) - f(x)
f'(x) = Alxl{no A x
Rechtsseitige Ableitung
f(x+Ax)- f
P(x)= lim 0T 807 I
bx- 0 Ax
Linksseitige Ableitung
f(xtAx)- f
P(x)= lim SO0 ()
bx- O Ax

6.3.1 Ableitung Elementarer Funktionen sofern g’(x) und f’(x) existiert

Ableitung von X" (n[ R) ’J;] - [X%l' LI
(x")'= nx""' 24x wx
L] - -b 1 ' - -b
at bx (at bx)? (atbx)"| ~ (atbx)™!
L1 :
abx] T (arby)? L_| - b
(a+ bx)" (at bx)™!

Ableitung der trigonometrischen Funktionen

4[sinx] = cosx

Llcosx]= - sinx

L tanx] = L 1+ tan’(x)

o cos’(x)

4 - - = -1- 2

i [cotx] sin(x) 1- cot™(x)
Ableitung der Umkehrfunktion

} ' 1
@) F
I e
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6.3.2 Ableitung der zyklonischen Funktionen

6.3.6 Ableitung der hyperbolischen Funktionen

. ! 1 df .- -
[arcsm(x)] = e Definitionsbereich [ -1,1] dx Smh(x)] cosh(x)
- 4 cosh(x)] = sinh(x)
[ ( )] 1 Definitionsbereich [ -00,00 ] 1
arccos(x)| = -
- x* Ltanh(x)| = —5—
cosh™(x)
| Definitionsbereich [ -00,00 ] ~
[arCtan(X)] RERS £ coth(x)] = — h? (x)
s X
' 1 Definitionsbereich [ -00,00 ]
[arccot(x)] T
X

6.3.7 Ableitung der Areafunktionen

6.3.3 Ableitung der Logarithmusfunktion

< liog |- L1og, c- L Spezalal aaninh(o] = —=—
del Ea x ¢ xlIn(a) d 1
Llnx] = —
X
d _S'(x)
e [In(f (x))] =
¢ S (x) 1
d
a4 h -
6.3.4 Ableitung Exponentialfunktion x| aTeos (X)] Vxi-1
% a*| = a*Olna Spezmlfa(!l: ) )
d ax| - ox Ee =€
e =0e

6.3.5 Ableitung des Betrags

,|x|<1

d
dx

artanh(x)| =

W x
|x|] = x = |x|

d
dx

,|X|>l

4 arcoth(x)] =
I-x

|
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6.4 Implizites Differenzieren

6.7 Das Newton verfahren mittels differentieren

Die Funktion ist in Impliziterform gegeben

f(x,y)= 0

Vielfach ist es moglich diese nach y’ aufzulésen aber nicht immer.
zb. Kreis, Ellipse.

Ty*+ xX'y+ x= 4

Es wird dabei y=f(x) angenommen damit ergibt sich

TOf(x)* + X’ Of(x) + x= 4
Diese kann man nun auf beiden Seiten differenzieren

L0 (x)* + X Of(x) + x= &
Dabei erhélt man

28[y(x)]’ Dy' (%) + 3x* Dy(x) + x’Oy'(x)+ 1= 0
Nun setzt man fiir y(x)=y und fiir y’(x)=y’ ein und I6st diese nach y’ auf

N 3x’y
y 28y + x°

y héngt nun von x,y ab. Setzt man nun einen Punkt, der auf der Kurve liegt ein erhélt
man die Steigung y’

Fur jeden lterationsschritt gilt:
f(xo)
R (€ W)
k k-1 f' (Xk_ 1)
f(xo)
Steig.
Nullstelle [xor]  Xo
6.8 Das Differential

6.8.1 Linearisieren einer Funktion

6.5 Ableitung héhere Ordnung

Linearisieren einer Funktion bedeutet das ,ersetzen
einer Fkt. durch eine mdglichst gute lineare Fkt. in der
Umgebung von xo

In der N&he von x, gilt:

f(x) = £(x) + f'(x )X~ X,)

Mehrfaches Ableiten einer Funktion.

SLEf]= o f=

6.8.2 Definition des Differentials

6.6 Logarithmisches Ableiten einer Funktion f(x)

f' (X) Eine weiter moglichkeit eine Funktion
4 ln(f(x))] - — Abzuleiten ist diese
& f(x) Logaritmisch abzuleiten. Es gilt:

Oder

£'(x) = £(x) O

In(f(x))]

df = £'(x,)dx
My=df
dX = Ax A x=dx

dy= Ay fuer kleine dx
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6.9 Regel von Bernulli d’Hospital

6.11 Kurvendiskusion

Grenzwert 0 0
Df(x) 0 0 Df'(x) 0 Fir Ausdriicke der Form 6 oder 00—
Lim———= Lim——
0g(x)[ 0g'(x)[
Wenn der Grenzwert bei der ersten Ableitung
nicht existiert dann gegeben falls mehrmals
ableiten
6.10 Kriimmung von Kurven
Allgemein Vs
Aa
K= lim— Ao
As-0 Ag
Kriimmung einer Funktion f(x)
" V1
f''(x,)
K (XO) = ' e S
(1+ [f'(x)]")?
Krimmungsradius ~X
1
K (Xo)
Krimmung in Parameterform 4
x = x(t) SN )
y=y(® ;
K (t) = ) L2\
(x"+y)
Mittelpunkt des Kriimmungskreises Evolute(Siehe Stocker)
B |n koordinaten Darstellung Die Kurve aller
y( )( y ) Krimmungsmittelpunkte der
RASTAS urspriinglichen Kurve.
x,. () = x(t)- .
y yX Evolvente
.2 Die urspriingliche Kurve
L, KO+ 5
Y (D)= y(1)
Xy - yX

B In Parameter Darstellung
x(t)=t
y(O)=f(t)

Ziel:
Wesentliche Eigenschaften einer gegebenen Funktion qualitativ ermitteln damit zb. der
Graph gezeichnet werden kann.

Vorgehen:
B Definitions und Wertebereich

B Symetrie / Periodizitat
f ist gerade wenn  f(-x)=f(x)
f ist ungerade wenn f(-x)=-f(x)
f ist periodisch wenn f(x+T)=f(x)
fiir alle x aus D(f

B Stetigkeit / Unstetigkeitsstellen
In welchen Intervallen ist f(x) stetig?
Wo hat f(x) Pole,Liicken, Sprungstellen?

B Nullstellen

B Asymtotisches verhalten
Fir X = i 00

Far f(X) - to
B Extremalstellen(lokale / Globale)

B Wendepunkte

B Monotonie verhalten
f ist monoton wachsend falls f(x)>0 und fallend falls f(x)<0 im
betrachteten Interval

B Kriimungsverhalten

N IV

(x)20 F(x)0

Konvex Konkav
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- - 7.11.1 Uneigentliche Integrale 2. Art
7.10 Numerische Integration J g S
7.10.1 Trapezregel b b x
b A x J f(x)dx = th?h[ f(x)dx
[re0dx= = (y,# 2y, 2y,4.02y, ¢y, d R
b 2 y, = f(x,) k=12,.. e e—
7.11.2 Uneigentliche Integrale mit einem pol
7.10.2 Fehlerabschétzen bei der Trapezregel b u- b 74 .
(b- a)’k Falls f ” steig ist in [a,b] und I f(x)dx = lim I f(x)dx + lim J' f(x)dx ‘ /"\
‘ET‘S — k = max|f'""(x)| x0[a,b] a 0y 00y Tl_,/) : I\f
12n Louch-Hauptwert . 1 -
’ . 0 ’ 0 al U-Eu u+gE b X
7.10.3 Simpsonregel I f(x)dx = 11rr01DJ' f(x)dx + J f(x)dx0
b Y a E- D a ute D
J f(x)dx = A?X(yo t 4yt 2y, t 4yt ... 4yt yn) \\X(/Purabel
a ly =) N
- A 7.12 Gammafunktion
pxz 208 y, = f(x,) k=12,... e —_ . — :
n Yo . Definition Die Gammefunktion ist eine erweiterung
n: muss gerade sein. ; i ® der Fakultat
Die Simpsonregel ist genau bis und mit 3- Grades ! L . ) L " T(n+ 1) - I x"e "dx (1’1 0R +) T(Il+ 1) = n!
0
7.10.4 Fehlerabschétzen bei der Simponregel Stirling-Formel Gilt nur fur sehr grosses n.
(b _ a)sk Falls f* stetig ist in [b,a] und nl= /21'[1’1(3) n
Eo|S ———7— k = max|f® (x x=[b,a
ols go.7 Y] x=Ib.al)
7.13 Laplacetransformation
7.11 Uneingentliche Integrale 1.Art (Stécker P.524ff) @ Siehe dazu in Kapitel 16. weiter vorne
1P L{f(t)} = I f(t)e ™'dt
® R X 0
J f(x)dx = limI f(x)dx
0 Reed
LSS )
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7.14 Flachen unter Kurven
7.14.1Flache unter einer Kurve

b y=fix)
A= J f(x)dx

a

7.15 Rotationskérpern
7.15.1 Volumen von Rotationskérpern

7.14.2 Fldachen in Polarkoordinaten

V=[] dx i B \

a
!
a !

$2

A= %J[r@ )| do

7.15.2 Oberfldche von Rotationskérpern

7.14.2.1Leibz’sche Sektorformel

A= 21 £(x) 1+] ()] "dx

a

02

A=1 J (x(D)3()- x(Dy(1))dt

7.15.3 Schwerpunkt eines Rotationskérpers

7.14.3 Lange einer Kurve

PN

b i ¢

L, = [y1+[fe0] dx I
TR e

L, = [[x(olat

L, =[x+ [so] @

:
|

Fiir zwei Massen

1
X, = —(m X, t m,x )
s m, + m, 1941 242

Als Vektor T -

B, 1 B, B, B A S

X, = —(mlx1 t mzxz)

m, + m,

Allgemein

n

Z m, X,
— - =1
Xz

Lm
=1

7.14.5 Lédnge einer Kurve aus polarkoordinaten

L = Mrw )|+ i) dg

Schwerpunkt einer Flache y
P ()
I x [[f(x) - g(x)] dx
Xy = b

[0~ gtolar

a

"<
(%]

dx

_ E“f(x)]z e’ o

Vs =

Q4 — —

b
2f [ ()= g]ax

a

x
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Schwerpunkt eines Rotationskorpers
b

J;x[[f(x)lzdx

X =

S
[[£Go] dx
a
Bei einer diskreten Massenverteilung

n
Z m;X;

i=1

X, - N
im Grenzfall B
b
[ 0 COLEOT Ox dx
X, = 5

[P (Y dx

a

7.15.4 Tragkeitsmoment (Stocker S.554)

Allgemein
Eg, = 7mv’
EKin - %J(ﬂ ?
J= 2 R’Am,
1
Tragheitsmoment eines Kreisringes KA o N
Treisring = 2TRp A = R?m g\

ak
g
ax
Tragheitsmoment einer Kreisscheibe
- 1p2
JKrcisschcibc -2 R'm m
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8. Partialbruch zerlegung (PBZ)

8.1 Vorbereitung (Polynom Division)

P(x),Q(x) Polynome
r(x) = Px)
O(x)
P(x)
Ausdruck x) ist keine echt gebrochene Dh. Grad(P(x)) > Grad(Q(x)),
Zahl.

Ziihler(x) Dies wird durch Polynom division erreicht.
xX)t ————

P(x): Q(X)= ~—— Nenner(x)
Polynom —— O

Echtgebrochen

8.1.1 Mit HP (Polynom Division)

Programm
HOME\ALGE\POLY\PDIV
Parameter:
{ Faktoren P(x) } ={... ps p2p1} Achtung: 0x" nicht vergessen
{ Faktoren Q(x) }={... g3 921 }
Resultat:
{ Faktoren neues Polynom N(x) }
{ Rest Polynom Zahler(x) }
{ Rest Polynom Nenner(x) }
Ziihler(x)

= N@) Nenner(x)

Das Polynom N(x) kann problemlos integriert werden. Fir den Restbruch verwende nun PBZ.

8.2 Parzialbruchzerlegung

[ Beschreibung im Stécker 206,207

8.2.1 Parzialbruchzerlegung mit dem HP

Programm:
HOME\ALGE\POLY\PBZL
Parameter im Menii :
{ Faktoren Zahler(x) }= { ... Zahler, Zahler, }
{ Faktoren Nenner(x) }
Resultat:
Lesen mit HOME\ALGE\POLY\LESE
Liste aus Summen
{A{..azarzan}p:}
{Az{...axsax ax}p2}
{ {33

Bedeutung:
Zihler(x) _ A, . A, y oo
Nenner(x 2 P 2 )2

() Lrapxttapxtoagy Ltayxtt anxtay
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9. Partielle Differentation

9.1 Schreibformen von Funktionen

z= f(x,y) Explizite Schreibform
z- f(x,y)= 0 Implizite Schreibform
9.2 Grenzwert
L= ]Yim f(x,y) Dies muss fiir alle Kurven durch (xo,yo) gelten.
(x,y)- (X¢,¥0)

9.3 Richtungsableitung

Ableitung in eine bestimmte

f(io tte) - f(io)

D, f(X,)= lim Richtung & .
t- 0 t Der @ Vektor hat die lange 1.
oder
D, f(X,)= Tf(X,)* ¢
9.4 Partielle Ableitung

Bei der partiellen Ableitung wird nach allen k
variablen abgeleitet. Die nicht verwendeten
Variablen, bei jener Ableitung, werden als
konstant betrachtet.

of o f(x t Ax,.x, %) - f(x,...X,)
—=f = lim
0X, M pxa 0 Ax

Tangente in P

Flache z=f

Das 0 Zeichen steht fir partielle Ableitung.

9.5 Differenzierbarkeit

Eine Funktion y = f(X)ist differenzierbar in x, falls:
| | ff()-() existiert

B {lasst sich in der Umgebung X, linearisieren

9.6 Gradienten
Der Gradient ist ein Vektor. ¢ Der Gradient zeigt immer in die
Richtung mit der gréssten
Qo | [ .
I fXl (x,)0 09x: %[0 Steigung.
0 i 0 « Der Gradient steht senkrecht auf
. Dfx2 (XO)D ;—f ~ der Niveau Linie.
0f(x,) = 0 0° 072 [%o ] + Der Gradient steht bei 3
oot i 0.......0 Parametern senkrecht auf
0 0 der Tangentialebene.
Dfxn (Xo)D Dﬂifn %, U * Verschwindet der Gradient so ist

dieser Punkt ein Extrema.

9.7 Linearisierung

Im punkt x, kann die Kurve ein stlickweit durch ein Gerade
ersetzt werden.

£(X) = (%) + F(%y) (X~ %)t o([R~ %)

%o %,

o: klein Lamdau (nur eine Hilfsvariable)

9.8 Extrema

Siehe Stocker

9.8.1 Extrema mit Nebenbedingung, Prinzipal - Funktion

Fir eine Nebenbedingung g(x,y):
®(x,y,0)= f(x,y)+ hg(x,y)
fur die obige Gleichung muss gelten
070 =0
und die Funktion g muss als
g(x,y)= 0
gegeben sein.

Der Lagrange Multiplikator(en) verschwinded
am ende wieder.

Fir beliebige Nebenbedingungen gi«(x,y):
O (XppeeerXpoh 15eenh 1) = £(Xp5een X))

A (X Xy)

A (X Xy)
bedingungen wie links.
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9.9 Kettenregel

z = f(x;y) sei eine Funktion der beiden unabhangigen | Allgemein
Variablen x und y, diese wiederum sind von einem df - .
Parameter t abhangig: —=1 f( i(t)) . i(t)
X =x(t), y=y(t) dt
Dann ist die durch Einsetzen dieser Parameter-
Gleichung in die Funktionsgleichung z = f(x;y)
erhaltene Funktion
z = f(x(t) ; y(t)) = F(t)
eine zusammengesetzte, verkettete Funktion dieses
Parameters, deren Ableitung nach folgenden
Kettenregel gebildet wird:

dz 0z dx dz_dy
- +_D_
dt dx dt dy dt

9.10 Totale Differential

Dies ist die Anderung von f wenn sich die
Argumente x, (k=0,1,...,n) nur kleine gréssen
dx« k=0,1,...,n) andern.
" 0 fldx,
df = Z e

1 0x,

9.11 Ableitung héherer Ordnung

Satz von Schwarz !
Existieren die partiellen Ableitungen / \
Jx !

fx;'fy;fxysfyx !
und sind stetig, so gilt // \\ // \\
fxy = fyx xx Jxy Nix Sy

RN N PN SN
fxxx fxxy fxyx [x" fyxx fyxy In! f b224

9.12 Gewohnliche Differentialgleichungen
9.12.1 Differentialgleichungen mit trennbaren Variablen
DG 1 Ordnung gegeben

d
ST Y= I (90)1=0)
kann duch umformen in (trennen der Variablen nach links und rechts)
dy | £(x) Cdx
g(y)
umgeformt werden. Daraus erhalt man.
d
J = . I £(x) 0dx
g(y)
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Polarekoordinaten r,
10. Komplexe Zahlen ¢ | 74 .
. . z= r[lcis(¢) oder 7 = e Y I :

Beim HP48GX als (x,y) oder (x y) eingeben. 7
Allgemein jaA1l e -1 ()%= Nach Euler ¢\?
Kartesischen Koordinaten i - + i x

2= X+ yj | e cos(¢) jsm(¢),D¢ - >
Polarkoordinaten r= |X+ Jy| |ej¢ | =1 . .

2= rloh sin(§ + 3) = cos(9)

tan((b) =2

Addition

zit 2,2 (Xt y Dt (Xt y,)) T X Pt (Yt )] Tabelle von J* 0
Division }1 ;1'1

Z (Xt y,)) 2 =-1

z, (x,1Y,]) Jj = jlj

. . . . =
Zy CIRD ) RN N)) XX, ~ XYL, )t XY VY P o=
- . . - 2 2 . _

z, (Xt ¥,0)(X, 7 ¥,)) X1 Jj :'1
Multiplikation ) =1

2,0z, = (%, + Jy)(X, 1 Jy,) = XXt XY,01 X507 V1Y,
Potenzieren

z" = [rle® ]n = " el

. T 0+ k2T) . (0<e<2n, k02

Logarithmus ) fur 4 = .rDeJ(Q T2 gilt: K= +1, 42, 43, +4 5, 36, ..

In(z) = In(r) + j(o + k2m) somit unendlich viel Lésungen
Konjugiertkomplex z oder Z* (2) n - z_n

Wenn z= a+tbj o -

soist z=a-bj gl = oan

Mit HP [MATH][CMPL][CONJ] Ztz, T o7tz
Zeiger z

Wird ein komplexe zahl als z geschrieben so ist sie als Zeiger gemeint.
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Ortskurven

z=z(1) = x(O)+ ()

iz h

— -
Reiz)

Inversion der Ortskurve (Inversion einer komplexen Zahl in der komplexen Ebene)

IHinweis:
1.Der Punkt mit dem kleinsten Abstand (Betrag) vom Nullpunkt fihrt zu dem
Bildpunkt mit dem gréssten Abstand (Betrag) und umgekehrt.
2.Ein Punkt oberhalb der reellen Achse flhrt zu einem Bildpunkt unterhalb der
reellen Achse und umgekehrt
1 Inversionsregel: Geraden und Kreise werden durch die
w= —
-z Inversion W= z nach folgenden Regeln abgebildet:

Gerade durch den Nullpunkt

Gerade durch den Nullpunkt

Gerade die nicht durch den
Nullpunkt verlduft

Kreis durch den Nullpunkt

Mittelpunktskreis

Mittelpunktskreis

Kreis duch den Nullpunkt

Gerade die nicht durch den
Nullpunkt verlauft

Kreis, der nicht durch den
Nullpunkt verlauft

Kreis, der nicht durch den
Nullpunkt verlauft

Leitwertoperatoren

Berechnung eines Wechselstromkreises mit Hilfe von Widerstands und

Schaltelement Symbol Widerstandsoperator Leitwertoperator
Ohmscher Widerstand |—T—+ R %
Kapazitat C —— -yl joC
Induktivitat L — - joL - ijL
[Impedanz Z=R+jX (Widerstand) | Admidanz Y=1/Z (Widerstand)

Autor: M.Drifte
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11. Differentialgleichungen

11.1 Separierbare Differentialgleichung

11.3 Exakte Differentialgleichung

Typische Form
y'= g(x)h(y)

dy _
o = g(x)h(y)
Die Lésung erhalt man durch Separieren
dy _
W g( x) dx
und Integrieren

Jﬁdy: Ig(x)dx+ C

Bemerkungen:
g : hangt nur von x ab
h : hangt nur von y ab

Als erster Schritt miissen die Variablen
Separierte werden. d.h alle x auf eine
Seite und alle y auf die andere.

C :Integrationskonstante

Siehe auch Stécker p.609

11.2 Substitution zB. mit y=vIX

Gegebene Form

NE g(x,y)
h(x,y)
Substitution durch
y= vikx

und die Ableitung davon
y'= viK+ vE Xt v
Fur die Rechte Seite erhalt man

dxy) | gxvi)  xgLy)
h(x,y) ) h(X,VDX) i x“h(l,v)

gLy
" (1Y)
Somit:
F— o1,V
. h(1,v)

Nach dem Auflésen nach v und x muss man noch
Rucksubstituieren.

Bemerkung:
h und g sind homogene Funktionen
gleichen Grades

Eine Funktion ist homogen wenn gilt.
£\ Ox,A Oy) = A" Cf(x, y)

Durch die Substitution wird fihrt man die
Homogene DG in eine Separierbare Uber.

Siehe auch Stécker p.609

Typische Form
d
P(x,y)*+ Q(X,y) & = 0

P(x,y)dx+ Q(x,y)dy = 0

Lésungsweg:

(1) F(x,y) = P(x,y)
P Integrieren Uber x ergibt:

@ F(x,y) = [ P(x,y)dx+ 9(y)

oder

Die Integrationskonstante @(y) erhalt man durch
Integration von (3)

® &= QY- 5[ Pxy)dx

Diese wird dann in (2) eingesetzt und man erhalt
dann (4)
Die Lésungsform ist

(4) F(x,y)= C

Herausfinden ob Exakt:

P (x,y)= Q,(x,y)

Méoglicherweise mit einem Integrierenden
Faktor M exakt machen.
M=M(x) oder M(y).

MOPdx + MIQdy = 0
d.h.

35 (MP) = 57(MQ)

C : Integrationskonstante

Siehe auch Stocker p.609
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11.4 Lineare Differentialgleichungen 1 Ordnung

11.5 Lineare Differentialgleichung 2.

Ordnung

Lineare DG 1. Ordnung
Typische Form

POy = q(x)
Sie ist homogen wenn
q(x)= 0

Loésung:

1
y(x) = 3% [ PG Ia(x)dx +

5(X) - elp(x)dx

* pund q sind nur von x abhangig.

e g wird Inhomogenitat, Stérung,
oder quellterm genannt.

Siehe auch Stécker p.610

Reduktion der Ordnung
Aus

" '
y - f(Xa Y,y )
erhalten wir zwei DG 1. Ordnung
1

Z=Yy =>y=z
ZV: y”
z'= {(x,y,2)

Bemerkung
Man kann jede DG héherer Ordnung in ein
System vom DG 1. Ordnung uberfiihren.
Diese kann dann mit einer der bekannten
Methoden geldst werden.

11.6 Superpositionsprinzip

11.4.1 Methoden der ,,Variablen Konstanten*

Lése die Homogene DG:
y'+ p(X) Dy = 0 Diese ist separierbar.
Allgem. Lésung:

y(x)= Cle P

Berechne eine partikuldre Lésung:

y* p(x)ly = q(x)

in dem wir C=C(x) auffassen (variieren).
Wir nehmen an:

¥, (x) = c(x)0e /P
Einsetzen in DG

y,tp(x)ly, = q(x)
Einsetzen und auflésen erhalt man:

(0= &7 q(0) TP d

p(x)dx

3. Schritt

Die allgem. Ldsung ist nun:

y(X) =y (x)+ y, (%)

Siehe auch Stécker p.610

Fiir homogene Lineare DG, beliebiger
Ordnung, gilt: Sind y; und y. zwei Lésungen der
DG, dann ist auch

y=o,y,ta,y,

eine Losung der DG

Fiir inhomogene Lineare DG

y'"t p(x)y't q(x) Oy = 1(x)

y(x) = y,(x)ty, (%)

gilt:

Bemerkungen

yn:  Allgem. Lésung der zugehorigen
homogenen DG

yo: Partikulare Lésung.
Kann oft erraten werden wegen
Abhangigkeit von r(x)

Autor: M.Drifte
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11.7 Lineare DG mit konstanten Koeffizienten 2. Ordnung

Typische Form
y'*tay't by = r(x)

LésunEswei in 4 Schritten

Lésung der zugehérigen homogenen DG

y'taytby=0

Erstelle charakteristische Gleichung
AV +al+b=0
(Die Exponenten entsprechen dem Grad der Ableitung.)

Losungen aus der char. Gleichung:
- Ax
yh(x) = (C,+ Cyle
1#A2 (AOR)
y,(x) = C, 0"+ C, 0" (€.CoR)

ax

y,(x) = ¢ (C] D+ C, De‘j‘“)
= e *Alcos(wtt ) (A0 OR)

= e'%(él cos(wx) + C, sin(w x))
Wobei

W = Vb-%

Bemerkungen

(a,bl R)

Siehe auch Stdcker p.612

C4,C; nicht zusammenfassen!

2.Schritt

Berechnen einer Partikularen Losung der inhomogenen Gleichung:

1. Wahle unten, anhand von r(x) , den Ansatz. Wenn der Ansatz bereits eine Lésung der
homogenen DG ist, verwende Modifizierungsregel.

2. Bestimme die Konstanten des Ansatzes,durch einsetzen in die DG.
¥, = Ansatz

Y, =

(n) -
yp S

in DG einsetzen.
y,taly +bly =r
a,b sind die Koeffizienten der DG , r ist die Stoérung der DG
Danach bestimme C, (ev. w) durch koeffizientenvergleich. (Das linke muss das Rechte

ergeben)
Ansatz:

Stoérung r(x) ‘rechts der Gleichung’ Ansatz fiir y,

(k0 tkx+t k2X2+...knxn)eVX (C0 + Cixt C2x2+.‘.Cnx")e”

kx"(n= 0,1,...)
k cos(w x) oder k sin( x)

2 n
C,t Cxt Cx"+..+Cx

C, cos(wx)+ C, sin(w x)

Falls r(x) eine der Funktionen in der linken Spalte der Tabelle ist, so verwendet
man die entsprechende Funktion in der Rechten Spalte im Ansatz fur die
partikuldre Lésung yp.

Die Grundregel wird modifiziert, falls ein Ansatz fir y, genommen werden
musste, der gleich einer der Lésungen der zugehdrigen homogenen Gleichung
ist. In diesem Fall nehme man des x-fache des ersten Vorschlages, bzw. das
x?-fache, falls die charakteristische Gleichung eine reelle Doppellésung hat.
Besteht die Stérung aus einer Summe der Eintrage in der linken Spalte, so
verwende man im Ansatz fir y, die entsprechende Summe der Rechten Spalte.

Grundregel:

Modifizierungs-
regel:

3.Schritt:

Bestimme die allgemeine Losung der DG.

y(x) 2y, (X) + yp (X) yn enthalt noch C,..C,

Bestimme eine Spezielle L6sung mit den Anfangsbedingungen.
y(x) aus Schritt 3 mehrmals ableiten. Dann x mit den Anfangsbedingungen setzen.
Dies fur auf ein Gleichungssystem mit den Variablen C;...Cy nach den aufgel6st werden

muss.
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11.7.1 Lésen linearer DG’s mit konstanten Koeffizienten héhere Ordnung

Gegeben DG folgender Form y=y(x)
(r) (r-1) 1 - ax Koeffizienten
yUra oyt T aytagy = g(x) g(x) Stérung

1. Lésung der homogenen Gleichung

Die charakteristische Gleichung A=A(X)
r r-1 - a Koeffizienten
+ + + = x
) a. 1)\ "’al)\ g 0 Ak Nullstellen

mit den Nullstellen
A1, A2, Az, Ag, A
Fir die doppelten und vielfachen reelen Nullstellen gilt:

Ya(¥)= (Cpy + Cyx + Cpx’ + o Je't .
—— ——

. . usw.
I.Nullst.  dop.Nullst. fuer jede

weitere
vielfache
nullstelle

und fir die Komplexen vielfachen Nullstellen gilt siehe Stécker

2. Losen der Inhomogenen Gleichung
Siehe weiter vorne

11.9 Systeme von Differentialgleichungen

11.8 Wronski-Determinante

Die Wronski-Determinante ist ein
Hilfsmittel. Mit ihr kann Gberpriift werden
_ Yi Y2 _ ' ' ob zwei Losungen Linear unabhangig
Wyny)=| o F YY" Y2 sind
Yi 2 Zwei Lésungen einer DG sind dann lin.
unabhangig wenn W(x) # O fir wenigstens
ein x.

Aus einem System von zwei DG’s 1. Ordnung erzeugt man eine DG 2. Ordnung.

BSP: x=x(t) , y=y(t)

x'-3x+2y=te’'+ 1
zwei DG 1. Ordnung

y-x=0
==>
x'-3x+2y=te’'+ 1
X'z y" X" und x in 1. Gleichung einsetzen
x=y'
==>

y'-3y'+2y= te’' + 1 man erhilt eine DG 2. Ordnung

Nun weiter wie in ,,Lineare DG mit konstanten Koeffizienten* beschrieben.

Lésungsform:
x(t) = ....
yt) = ...

11.10 Lésen linearer DG’s mit konstanten Koeffizienten héhere Ordnung

Gegeben DG folgender Form y=y(x)
(r) (r-1) ' - ay Koeffizienten
y ‘ta.y tlay'tagy= g(x) g(x) Stérung

1. Losung der homogenen Gleichung

Die charakteristische Gleichung A=A(X)
r r-1 - a Koeffizienten
+ + + = X
) a,- 1)\ "'al)\ g 0 A Nullstellen
mit den Nullstellen
A, Az, sy Agy A
Fir die doppelten und vielfachen reellen Nullstellen gilt:
Vp(x)= (C,y + Cpx +Cux’+ ., )e'™+ ..
g S usw\TH
1.Nullst.  dop.Nullst. fuer jede
weitere
vielfache
nullstelle
und fir die Komplexen vielfachen Nullstellen gilt
2. Losen der Inhomogenen Gleichung
Siehe weiter vorne
Autor: M.Drifte Seite: 31/55 19. Nov. 2006




| Formelsammlung Algebra

11.11 Elektronische Schwingkreise

Spannungen
U s Ld
U, = R
Ue = <Q

.- dQ
1= "4

R C L
Y
TR TR Vi
? -
U, = Li+ RO+ £Q

dU,

U, = Li+ RO+ iz

: Ladung

[C]

Autor: M.Drifte
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15. Fourier reihen

15.1 T-Periodische Funktionen

15.3 Energiesatz

ax, b sind die
gesuchten Fourier
Koeffizienten

Die Fourier reihe ist definiert

£(x) = %Q
k=1

a, cos( ko Ox) + b, sin( ko Ox)

Die totale Energie einer Welle ist

T 2 w
T Ua 0 ! ‘
- 2 -~ =20 2 2 gleich der Summe der Energien der
E= Hf(x) ] dt = 2 %2 * kzl(ak t bk)% einzelnen Fourierkomponenten.
0 :

15. 4 Komplexe Fourier reihe

Definition
jhx 4 e-jkx ejkx _ e-jkx
cos(kx) =

sin(fkx) = ——— -
(k) = T

Die Fourierreihe ist definiert k=-00....00

f(x) = Z c e

Die Fourier koeffizenten ax fur k=0,1,2,3,....
a, - %J’ f(x) Dcos(kw Ox) dx
T
2
a, = ¥J;f(x) dx
Die Fourier koeffizenten by fur k=1,2,3,....

- 2 M
b= 3 0 Tsin( ko yx)dx

Die Fourierkoeffizenten

¢ = o[ f(x)B**dx
k TI

T

15.2 Spezielle Eigenschaften gerader und ungerader Funktionen

15.4.1 Umwandlungen

Eine gerade Funktion enthalt nur

Gerade Funktion f(- x) = f(x)
Cosinusanteile

f(x) = % + kil(ak Dcos( ko oX)) )

a, = %J’ f(x)cos(koo Ox) dx

T

Komplex-> real

Eine ungerade Funktion enthalt nur

Sinusanteile
f(x) V
o

Ungerade Funktion f(- x) = - f(x)

£(x) - Z b, Dsin ke x|

b, = % [ £(x)sin ko ,x] dx

T

a
Co = o
° 2
_ 1 .
Cy = E(ak - ka)
_ 1 .
Cy - Z(ak * ka)
Real->complex
a,=2¢,
8, e te, Tocte = 2Re(cy)

b, = jc, - e )= j(e - ¢) = -2Im(c,)

15.5 Fourier reihe als beste Approximation

15.2.1 Tipps

sin(x) = - sin(x) cos(km) = (- D*

cos(- x) = cos(X) sin(km) = 0

- 2n
W=

Die Fourreihe ist die beste

a ®
T(x) = 70 + z [ak cos(kw ,x)+ b, sin(kw Ox)] approximation der Funktion f(x)
k=1
Fehler: Fehler entstande Fehler bei der
T FT

= [T f(x)| dx

0

Autor: M.Drifte Seite:
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15.6 Diskrete Fouriertransformation

Gegeben: eine 2 1t periodische Funktion durch N Messwerte . ) f

Gesucht: eine trig. Polynom der Form: £0) f2)
T(x) = ¢q + (clejx) + (02 Dezj")+ ot (CN_] fe(n Dix
Co...Cn.1 sind die zu bestimmenden koeffizenten. T s NN
N ist ein vielfaches von 2. 0o ™

Die Koeefizenten sind durch Folgendes Gleichungssystems

bestimmt: (Schema)

> f(x)

N 2n

15.8 Fourier integral & Fouriertransformation
15.8.1 Fouriertransformation

Definition Eine Funktion f(t) im Zeitraum
F{ f(t)} = F() tFransformleren in eine Funktion F(w) im
requenzraum.
Transformation
© f ist ein genligend anstandiger, nicht

notwendigerweise periodische, Funktion.

H f(x)] = F0) = %J £(x) De™*dx

-0

15.8.2 Fourier Riicktransformation

Definition Eine Funktion F(w) im Frequenzraum
-1 _ Transformieren in eine Funktion f(t) im
F [ F(o )} = (1) Zeitraum. ©

0C, 0l 1 1 1 A]_]D £(0) O
DC?D El -] -1 . - ‘JNI%D f(y U
0 il 1101 -1 : _ kel N Y 0
gCp:-20 J i g f@ g
0.0 N[l .. 0 0 o 0
il Ck i 01 _ _]k _ jk+l _ jk+k 1 0 H f(k) }
0Cx0  f1 -1 - - jNe1 - WK 5 OF(N- 1)
15.7 Diskrete FT mit dem HP 48
Programm
[MATH][FFT][FFT]
Parameter
[fo fi f2 f3 ... faa] N ist ein vielfaches von 2
Resultat
[co ci1ca Cs... Cnt]

Transformation

[

f(t) = J’ F(0)De' **do

-0

FY{F@)

15.8.3 Diverser FT f(t) >F()

15.7.1 Diskrete inverse FT mit dem HP 48

Programm

[MATH][FFT][IFFT]
Parameter

[co ciCa Cs... Cna] N ist ein vielfaches von 2
Resultat

[fo fi f2 fa ... faa]

f(t) =F(w)
F[6(t- to)} = 5re b
Sl L
F[e t] ITRE
R (a1=0)

Siehe Stocker Seite 668 und folgende

Wenn die rechte Seite f(t) dann verwende Transformationspaar regel weiter vorne.

Autor: M.Drifte Seite:
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15.9 Regeln

Linearitét der FT

F u 0f(t) + v Og(t)} = p OF £(0)} + v O0F{ g(t)}

Transformationspaar

1
F() - 5-f(-0)

dann gilt auch die linke Formel

f(t) - F(w) ist ein Transformationspaar

Zum Beispiel aus dem Stdcker s.668

FT eines Differential f eine ansténdiger Funktion.

A4 = juH f(0)]
oder allgemein

A4 = (o) H £co)

Zeitskalierung:

)

a

1
f@l) - 1F

Zeitverschiebung:

f(t-ty) - F(w)e ¥t

Frequenzskalierung:

1, Flbo)
BT - o

Frequenzverschiebung:
f(e’ot . Flo -0,

15.9.1 Satz von Parcel

| ORI E | F(0) du

15.10 Deltafunktion

Definition y

0,0 # W
6((*)_(*)0):@&,0):&)% I

15.10.1 Eigenschaften der Deltafunktion

1)

o sin((wo-w)N)
do-w)= I}{rr:g—n(wo_w)

2.) Heavisidefunktion

. - ~ 00,0 <w,
Id(w - Wy)dw = ﬁl,w >0, = HW-wg)

-0

3)

0

Jf(m)Dé(w -0 )do = f(0,)

-0

15.10.2 Heavieside Funktion (Sprungfunktion)

Definition
0, ©<w, Y
HWw-wgy)= EL w> 0,
siehe auch Deltafunktion Wy w
Bemerkung

Mit der Heavieside Funktion kdnnen auch komplexere Funktion zusammen gebaut werden.
Wie Impuls oder Treppen. (*, +/-)

15.11 Faltung zweier Funktionen

Die Faltung zweier Funktionen f(t) und g(t) ist definiert durch:

[

(f0g)(t) = I f(1) Og(t- 1)dt

-w
[

= If(t- 1) 0g(1)dr

-w

15.11.1 Faltungssatz

H (f1e)(0} = 2n T £(0)] T g()]

Autor: M.Drifte
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16. Laplacetransformation

Die Laplacetransformation wird verwendet um Differentialgleichungen und entsprechende
Anfangs- und Randwertprobleme zu losen. Die Lésung einer solchen DG wird in 3 Schritten
erhalten:

1. Die DG wird in eine einfache algebraische Gleichung transformiert.
2. Die einfache Gleichung wird mit Methoden der Algebra gelést.

3. Die Lésung der einfachen Gleichung wird zuriick transformiert; als Resultat
erhiélt man die L6sung der DG

16.1 Lapcacetransformation

Transformation vom t Raum in den s Raum

© Die Umformung nach dieser Formel ist nicht
F(s) = LIf(t)} = I oSt Of(t)dt L:Pnrreer: noétig. Siehe dazu die Regeln weiter

0
Im Stdcker p. 701 hat es bereits bekannte
Transformationspaare.

Die Rucktransformation ist etwas aufwendiger.

16.2 Riicktransformation

Siehe auch PBZ weiter
vorne oder im
Stocker p.692f

Die direkte Riicktransformation kennen wir noch nicht. Wir

verwenden ein anders Vorgehen:

¢ F(s) durch (PBZ) parzialbruchzerlegung in Parzialbruche
zerlegen.

¢ Dann Anhand der Transformationspaare im Stocker p.701
zuriick transformieren.
Verwende auch die Nachfolgenden Satze und Regeln

16.3 Ein kleiner Ausschnitt aus dem Stocker p. 701

+1_ O o at

St a

1. &0 Lsin(alt) al=0
s“ta a

S O cos[aDt) al=0
s“ta

L OO0 Lginna1) al=0
- 80 cosh(a Dt) al=0

16.4 Sétze

Transformationssatz

L{alf(t)+ bOf(t)} = alF(s)+ bOF(s)

Existenzsatz

|£(t)] < MDe™

f(t) darf nicht schnelle als
irgendeine Exponentialfunktion
wachsen.

0t20

M und y sind Konstanten

Ableitungsregel
L £'(t)} = sOF(s) - £(0)

L{ f'v(t)] = 52 DF(S)‘ SDf(O)' f'(O)
L[ fs(t)] = s* OF(s) - s” O (0) - sOf'(0) - £(0)

Allgemein:
L

ln) (t)] = " IF(s) - o™ ) oF(0)- ....- £17 0y

Integralregel

LDJ f(x)dx% = F©
B Bo°
AJFOD, |

L H S H J'f(x)[ldx

0

Verschiebung auf der s-Achse
L[em Df(t)’ = F(s- a)

L' F(s- a)} = e™ (1)

Verschiebung nach rechts
(a>0)

h(t-a) ist eine Sicherheitsmass-
nahme und meistens nicht nétig

Verschiebung auf der t-Achse
L{ f(t- a)Oh(t- a)} = e * OF(s)

L‘l{e‘“F(s)] = f(t- a)Th(t- )

Merkmal: e

16.5 Ableitung der Transformierten

Vereinbarung:
Alle unsere Funktionen seine O fiir t<0

L[ tOf (1)) = - F'(s)

16.6 Integration der Transformierten

= } F(r) Odr

S

£(t)

el
0t
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16.7 Ubertragungsfunktion

Die Ubertragungsfunktion erhalt man durch eine Impulsantwort mit der & - Funktion
oder der Ableitung davon h(t)-Funktion (Heaviside)

Die Ubertragungsfunktion ist eine von der Eingangsfunktion unabhéngige
Funktion und man erhélt sie durch umformen der Transformierten DG.

Impulsanwort=Gewichtsfunktion g(t)= L 1{ G(S)}

Die Ubertragungsfunktion enthalt alles {iber G(s) : Ubertragungsfunktion (Laplace-Tra.)
die Physik des Systems. Ua(s) : Ausgangssignal (LT)
U, (s) = G(s) DUQ (s) Ue(s) : Eingangssignal (LT)

G(s)0U,(s) entspricht der Faltung Ue U,
—» G(s) — P>

(glu,)(1)
Zusammensetzung von 2 Systemen U, U,
Reihenschaltung: — P Gy(s) P Gos) — B>

G(S) = Gl (S) DGZ (S) &» G(s) &»

Ua

Riickkopplung: &» +—PGi(s)
Gy 9O -
1- [ G, (s)0G, (S)] Ga(s)

16.8 Faltung der Transformierten

(fOg)(t) = [ fi(x)Og(t- x)0dx

(fOg)(t] = [ £(t- x)Og(x)Idx

IS N = e Y

L{(f0g)(t)} = Fs)G(s)
Duhamelsche Formel:

(gl )(t)
u, (1) = 0 (uggDue)(0)
H(u, " Du ()

16.9 fist T - periodisch

T Stocker s. 690
1

L f@) = — [ O
0

16.10 Grenzwertsétze

lim f(t) = lim|sOF(s)]
t- 0 sS4 ©
lim f(t) = lirg‘ sOF(s)|

Nur wenn die Grenzwerte existieren

Anfangswert

Endwert
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17. Z-Transformation

17.1 Z-Transformation einer Zahlenfolge

© Vielfach auch so geschrieben
Zfl=F7=Y £z’ ZiH=Zy
=0
17.1.1 Diskretisieren einer Funktion
f = f(kT) T ist die Abtastrate
k

17.2 Riicktransformation (Definition)

Ahnlich wie bei der Laplace Transformation

f, = Z_l{ F(Z)} Siehe mehr 17.5

17.3 Eigenschaften von Folgen

Rechtsverschieben um m Stellen
f_ =(00,...1.f,..)

m- Glieder

Linksverschieben um m Stellen

fk+m_(m’ mtl1o* )

Vorwirts Differenzenfolge

of = £ - £

Riickwirts Differenzenfolge fk =0 (D k < 0)
of, = fi - £

17.3.1 Tip

¢ Aufzeichnen der ersten paar Glieder
*  Manchmal hilfreich

Tabelle auf Seite 714 im Stocker

17.4 Formeln Z-Transformation

Linearitat

Zatf,+prg) = ozt +poze,]

Riickwartsdifferenzenfolge

7., lilfz i

m] = z" EF

A£) = (1- 2')F2) Zif)= Fd
7t} =12 ¥
Z[D ] ( l)n Z
Summationssatz ( Integratlon )
2 f, D : —z[ f,]
Ahnlichkeltssatz
Ay} = Hy o
Rechtsverschiebung
Z[ f,. m] = 7 "[F2) 21 = Az
Linksverschiebung Z{f) = FZ

In einigen fallen ist Summe 0 da das
Signal erst nach m Schritten am
Ausgang erscheint.

Ableitung der Bildfunktion
dF(z)

7k = - 252
Zwmoe) = (- 24)" 0H(2)

Z{f ) = F2)

Sinus in w umwandeln Faltung )
s £={1,1,1,1,1,1} = h (Heaviside) (fug)k - Z £ g, , Z[ kagk] = Fl2) 0G(2)
=0
k
= Z fe- 0g,
=0
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m-Periodische Folge
m

z" ol 0
1] - e 1;Oﬂz

f=fctm

17.7 Anwendung
17.7.1Definitionen

Dampfung
Z§ )= B2

ersetze zdurchz/

Lineares System Xk :Eingangssignal
- K :Ausgangssignal
Uk ka - U DYk ﬁk :Fakt%reg k

Zeitinvariantes System

Ein um m verzdgertes Eingangssignal

liefert ein um m verzdgertes

Ausgabgssignal
Diskretes System

Eingangs- und Ausgangsignal kénnen

durch eine Zahlenfolge dargestellt werden.

lim f, = mP[(z- 1) OF(z)|

Anfangswertsatz Gilt nur wenn der Grenzwert existiert
L, = i F)
Endwertsatz Gilt nur wenn beide Grenzwerte

existieren

17.7.2 Symbole

Siehe auch Laplace

17.5 Riicktransformation

Tips.

* Parzialbruch Zerlegung 8.0 PBZ

¢ Funktion mit helfe einfacher Funktionen darstellen.

Addierer ay
yi=atby

by

Mit hilfe des Anfangswert satzes

Multiplizierer

a —Db—»yk:u [hy

Verzogerungsglied um eine Abtastperiode

a —»Yk:am

Riickkopplung X (3 v,
K+ x0 g
x[0

Y= 1

17.8 Bemerkungen

Abtastfrequenz T ist die Abtastrate

£z 4

y=0

fo - kr}} F( Z) \Ijveekrltjé.slism?}:gigﬂn der einzelnen
f, = lim 2 F(2) - 1]
£, = lim 2 {F(2) - £, - 2
f, = lim| Z’ D(F(Z) -1, - f;‘- i—i)]
f, = usw.
Mit Hilfe der Laurent-Reihe (Potenzreihe)
o LA F(y)= FG)= F(2)
k k! dyk Ersetze z durch 1/y (subst.)

y=0 nach dem ableiten einsetzen!

Umwandlung Laplace - Z - Transformation

Die Umwandlung erfolgt Uber die inverse
Laplacetransformation. Die erhalten Funktion muss dann
diskretisiert werden(17.1.1) . Durch das Diskreteren erhalt
man die yx welche dann Z-Transformiert werden mussen.

Tabellenbuch
Stécker p.714

17.6 Ubertragungsfunktion/Gewichtsfunktion/Impulsantwort

Siehe dazu 16.7 Laplace diese Regeln gelten
auch fir die Z-Transformation
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51. Eigenschaften von Vektoren

- Zwei Vektoren sind gleich , wenn sie gleiche
Lange und gleiche Richtung haben.

i=b

- Die Summe zweier Vektoren 3 und p ist der
Vektor, der der Zusammensetzung der zu @ und
b gehdrenden Translationen entspricht.

- Assoziatives Gesetz

- Der Kehrvektor von 3 ist -3

- Zwei Vektoren heissen kollinear, wenn sie zu
einer einzigen Geraden parallel sind (dabei wird
der Nullvektor als zu jeder Geraden parallel
betrachtet).

x5+y‘6=0 (x,yDR|x¢0Dy¢ 0)

- Drei Vektoren heissen komplanar, wenn sie zu
einer einzigen Ebene parallel sind (dabei ist der
Nullvektor als zu jeder Ebene parallel zu
betrachten).

xa t y5+z?:: 0 (x,y,z0 R|x¢ 00y?200z%0)

- Vektoren heissen linear unabhangig, wenn
keiner von ihnen eine Linearkombination der
andern ist(d.h. eine Summe von Vielfachen der
andern) ist, sonst sind sie linear abhangig.

Drei Vektoren in einer Ebene und vier Vektoren im
Raum sind stets linear abhéngig.

*Die Determinante verschwindet wenn sie linear
abhangig sind.*
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53. Trigonometrische Funktionen
53.1 Definition

G1(x)=sin(x)

53.3 Grafiken der Verschiedenen Trigonometrischen Funktionen

. - y |
sinl¢ | = = ]
(¢ ) r Tl A [ 0.5
-y ]
tan(g) = < P y ]
| -= [=E 5
_ sin(§) : 1
tan[¢ ) - cos(f ) - /-
‘ r -5+
- _[a :
Fir einen beliebigen Vektor a = @ 1@ : 1
’ & 0 > X v
. a X 0 =
_a Ga(x)=
sm(¢) = =2 i v 2(X)=cos(x)
-
cos(¢) = % X = rDcos(¢)
_a - . =
tan(¢)- f y= rDsm(¢) o.e]
53.2 Grundbeziehungen — ok =
sin2[¢) + cosz(¢) =1 ]
' -1-
inlg
tan(g | = le;"sw
: Gs(x)=t:
Quadrantenrelation ; s{x)=tan(x)
sinl- @ | = - sin(a |
cosi- 0] = coslt : ; 4]
tan(- 0 | = - tan(a e AN ]
cot(- a ] = - cotla ,// \\ ¥
Umwandlung Polar in rechtw. Koord. ":.;' \‘P 2]
x= rcos(qﬁ] P”(x”/y”)‘-,_“. ")
y= rsin(¢) 2 oh &
Umw. rechtw. In Polare Koord. =]
reodx2 s yz
_a
¢ = arctan(l) ]
X

Autor: M.Drifte
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53.4 Sin, Cos, Tan Tabelle

Winkel Winkel
° rad sin cos tan
0° 0 0 1 0
30° | om Y 3 Vs
45° VaTl V4o Vo 1
60° s V34 V2 J3
90° Z3 1 1 0 +00
120° %5 T 74 -Ya -3
135° | %m V46 -V -1
150° | s Y V¥ Vs
180° T 0 -1 0
210° | et A Y Vs
225° | *I4m -5 -V 1
240° MERL -3y -Ya J3
270° | *Lm -1 0 +00
300° | %5 VY Y -3
315° st -5 V5 -1
330° | "1 Y2 V3 -
360° 21 0 1 0
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54. Sinussatz und Cosinussatz WSW Sinussatz
Sinussatz: C

sin(a):sin(ﬁ):sin[y): a:b:c y

a _ b _ ¢ _ o .

sin(a)  sin[f]  siny) ssw Sinussatz
Cosinussatz a - el

c’=a’+b*- 2ab cos(y)

a’= b’ +c’- 2bc cos(a) SWS c Cossinussatz

b

b* = ¢* + a® - 2ac cos|p)
Harmonische Schwingungen

azzasin(¢]:asin(¢ tta) A N B
Periode: 2 SSS /\ Cossinussatz

p- 2L

W

tp = -
Frequenz: az : Elongation

f- O a : Amplitude

2n a : Phasenkonstante (Verschiebung)
W : Kreisfrequenz

Superposition zweier harmonischer
Schwingungen
Bemerkung:
Die Superposition zweier harmonischer
Schwingungen mit ungleicher Frequenz ist keine

harmonische Schwingung mehr.

Superposition von A’ und B’

Cy = csin(w tt y)
oder wegen C, = a, t b,

C, = asin[w t+ a)+ bsin(w t+ ,8)
Amplitude

c: \/az+ b?+ 2abcos[a - ﬁ)

Phasenkonstante zur Zeit t=0

XV

y’

( )_ S _ aptby asin(a)+bsin(ﬁ)
tanjy ) = ¢ T oapthy T acos(a)+bcos(ﬁ)

Anwendungen bei schiefen Dreiecken
Gegeben Figur

Y174
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55. Additionstheoreme der
trigonometrischen Funktionen

55.1 Die trigonom. Funktion der Summe und Differenz zweier Winkel

(Siehe auch Stocker
letzte Seite)

sin(a + B) = sin[a ) cos(8) + cos(a ) sin[ )
cos(a + /3] = cos(a)cos(ﬂ) - Sin(G)Sin[ﬁ)
sin(a - ﬂ] z sin[a)cos(ﬂ) - COS(G)Sin[ﬁ)

cos{a - B) = cosla ) cos(f) + sina ) sin( §)

_ sin(aiﬂ) _ sin(a]cos(ﬂ)icos(a)sin(ﬁ)
tan(a ¢ [3) - cos(atl?) - cos(a)cos(ﬂ)isin(a)sin(ﬁ)
_ tan(a )itanﬁ
tan(a ¢ 'B) - lJ_rtan(n)tan(ﬂ)

55.2 Die trigonom. Funktion des doppelten und des halben Winkels

sin(ZG ) = 2sin(a ) cos(u ]

cos(2a) = cosz(a)- sinz(a) = 20052(“) -1

tan(20 ) = 2t
sin(%) =4 w
cof g = £ =512k
5] - 2 -« [ - e

55.3 Trigonometrische Gleichungen

tan[a ) + tan(ﬂ) + tan(y) z tan(a ) tan(ﬁ) tan(y)

3tan(u )- tan3(u )
1—3tan2(a)

tan( 30 ) =

55.4 Quadrantenrelation zusatz
sin(x) = cos(x - %)

cos|x) = sin(x+ %)
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56. Gleichungen der Geraden

Parametergleichung z
Feiytta
Komponentengleichung 3
X= X, t ta,
Yo * tay
z= zyz t ta
Spurpunkte:

1) =
n

z r

oy

<D

Die Spurpunkte sind die Schnittpunkte S1,S;,S3
der XY-,YZ- und der ZX-Ebene. Es gilt S1=(x,y,0), 0
$2=(0,y,z), S5=(x,0,2).

Winkel zwischen zwei Geraden Y

prto=9,
tan¢ = tan(¢, - ¢ )

tang , - tang ;, _ m, - m

1+ tan¢ , tang ; T mymy

Koordinatengleichung der Ebene
Aus dem Gleichungssystem den Parameter t entfernen

X= %, + 1,
Y= Yo + tay
dann erhalt man eine lin.Gleichung der Form:

Ax+ Bz+ C=0
wobei A,B u. C scalare Faktoren sind.

gleichung nur nach x oder y auflésen und dann einen wert einsetzen.

Méchte man einen Punkt auf der Geraden bestimmen so muss man die

Normale einer Geraden(Senkrechte) .
Gilt bei der Punktrichtungs form m als Steigung so y
ist die Normale der negative Kehrwert.

o1 _ 1

mN—__
m my

3

1

1
"y

Punkt-Richtungsform der Ebene

Aus dem Gleichungssystem den Parameter t entfernen
= X, t ta
Yo t

=i

X

<
1

y
dann erhalt man eine Gleichung der Form:

ay
Y- yo = —(x-xp)
a

X

m > 0 (0<$<90)
Normalform der Geradengleichung m < 0 (90<¢<180)
Bezeichnet man den Punkt wo die gerade die y-Achse

schneidet mit Q(0,q) so lautet die Gleichung

y-q=m(x-0)
daraus folgt
y=mxtgq

wobei m: Steigung
4y
m= tanp = — Es gilt:
ay m=0 (¢=0)

parallel zur x-Achse

steigend
fallend

Autor: M.Drifte

Seite: 45/55

19. Nov. 2006




| Formelsammlung Algebra

57. Die Gleichungen der Ebene

57.1 Die Parametergleichung der Ebene

57.3 Schnitt von Geraden und Ebenen

ua+ vb
0= uatvh

0

~, o
mn

~) '.Ul

F=rytuatvb

Zwei sich schneidende Ebenen sind durch Ihre Koordinatengleichnung gegeben.
1. z=t;

Gleich 1: A\x+ Bjy+ Cit+ D=0
Gleich2: A,x+ Byt Cyt+ D, = 0
2. Gleichungssystem nach x und y auflésen;

x= E+ Ft
y= G+ Ht
z=t

3. Als Parametergleichung
Ux0 O0DED O

F
D ik

57.4 Umwandlung Koordinatengleichung in Parametergleichung

57.2 Koordinatengleichnung der Ebene

Ax+ By+ Cz+ D=0

Umwandlung von Parametergleichung in Koordinatengleichung durch schrittweises Eliminieren
von u und v

BSP
x = 3 + 3u -5v
y = - 6u -4v
z = 6 -10u -2v
y-2z = =12 +14u
2x -5z = -24 +56u
-2xt+4y -3z = -24
2x+4y+3z-24 = 0

In einer gegebenen Koordinatengleichung
Ax+ By+ Cz+ D=0
werden
u
v
-d- uAd- vB
C

< =

N
1

gesetzt

Dabei ergibt sich folgende Parametergleichnung ?

000 oo Oof
TG

o o [ |
o s [

x
Y
z
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58. Das Scalare Produkt zweier

Vektoren
58.1 Allgemein

58.3 die vektorellen Komponenten

Das Scalare Produkt ist kein Vektor sondern eine Zahl

a* b= ab tayb,tash
a* b= ablcos(y)

v b
cos(y) = b

azld= /a]z+ a§+ ai |a|: [+ g Raumlicher Pythagoras
Bem:

Das Scalare Produkt zweier zueinander Senkrecht stehenden Vektoren ist O

NT)

Unter der_vektorellen Komponenten OE _ 5
von } in Richtung von g versteht man a
die Projektion von }, auf die Gerade -
- b, = cosy
von ¢ .
b,=¢éb
. _a
e, = =
al
b; = (& b)e

58.1 Zwischenwinkel

Als Zwischenwinkel bezeichnet man den Winkel zwischen einem Vektor und
den Koordinatenachsen.

a a, a,
cosg = ————= —, cosf = —, cosy = —
a a a

cos a,cos B und cos y heissen die Richtungscosinus von g
Kommutativgesetz:
rbh=bva
Distributivgesetz:
Gr(b+3)=drbh+arc

xa® yl;: xy(a 5)

Projektion von ; aufg in Richtung von i

B

arb

a

S

Beachte:

(r>%) b, zeigt in Richtung von @ und nicht - G
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59. Zueinander normale Geraden und
Ebenen

59.1 Hessische Normalform (HNF)

Es gilt: y
(X- %) 7i=0

Fiir die Geradengleichung von g gilt: P i
Ax By C -0

¥ ¥
Ja2+ B2 a2+ B2 Ja2+ B - y

Der Normalvector lautet (lange 1) X

Hessische Normalform (HNF)
0= Ax+ By+ C
VA?+ B?
Bestimme Abstand eines Punktes von der Geraden oder Ebene
+ + + + +
id:AXByC id:AxBy Cz+ D
VA®+ B? JA2+ B2+ C?

Der Punkt ist dabei x,y(,z)

ey S

Fiir die Ebenengleichung gilt:
Ax By C D

+ + +
\//—A2+BZ+C2 \/A2+Bz+C2 \/A2+BZ+C2 \/A2+BZ+C2

Der Normalvector der Ebene lautet (lange 1)

=0

Ist (d>0) dann liegt der Punkt in Richtung des Normalenvektors
Winkelhalbierende :

w2

wi: HNF,(P) = + HNF,(P) . g

wz: HNF,(P) = - HNF,(P) d=HNF,(P) P=-HNF:(P")
P N

d=HNE,(P) L —HNF,(P)

= 1 040
n= —%B%
Vv4?+ B*+ ¢? OC
Es gilt fiir den Abstand vom Ursprung: y
d = cos(y )|)?0|
Fiir die Geradengleichung gilt: =
C
d= ¢

vAa*+ B? ] < X

Fiir die Ebenengleichung gilt:
D
d=

Ja2+ BX+ 2 Ng
Fiir d gilt:
(d>0) Dann liegt der Ursprung in der

entgegengengesetzten Richtung wie der
Normalvector zeigt.

=)
=
o

Berechnung eines Spiegelpunkts an einer
Ebene

p
%'z ¥, - 2HNF, (P)i A
Ax, + By + Cz + DUOAD =
)—C’plz )—C'p_ 2 P yP P B ‘
Ja+ B2 G »

X, ist der Ortsvektor vom Punkt P
Ax+By+Cz+D=0 ist die
Ebenengleichung

Spiegelpunkt an der Normalen auf einer Ebene
X, = X - 20(i %) =1 i

Neigungswinkel zwischen einer Geraden und
einer Ebene bzw. Normalen

ne

cos(y ) = il

SYRRSY
3
=
)

=
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60. Kreis und Kugel

60.1 Gleichung des Kreises

60.6 Tangente/(Tangentialebene)

(X~ 1,)7 (Y- 1,)* - R*= 0
oder
FP- 2R FH T -RP=0
allgemein der Form
PP pertq=0 R
ausgeschrieben m
X4yt pixt pyyt g0
x,y Punkt des Mittelpunkts p12 Punkt P

-

=Ny
v

60.2 Gleichung des Kugel

X4y 424 pxt pyyt pizt g0

60.3 Zusammenhénge

Punkt in Form Po(px,py,p-) gegeben.
Kreis in Form

Ax?+ By?’+ CzZ?+Dx+Ey+Fz+q=0

gegeben.
Es gilt:

(L-5) (T-1)=0
und

(f,- %) (f-T,)= R?
oder

1
Gye )+ B 5+ D)+ a= 0

Die dazugehdrige Tangentengleichung ist:

Fur eine Kugel/Kreis gilt: D E F
Axp, + Byp, + Czp +—(X+p)+ —(y+p )+—(z+p)+q: 0
2 - P X y z 2 X 2 y 2 z

p——q>0 ;:m:'g R: p_-q

4 2 4
60.4 Schnittpunkt Kreis - Gerade
Die Geradengleichung nach x (oder y) auflésen und in der Kreisgleichung
einsetzen. Dann quad.gleich. nach y; . auflésen und mit diesen Resultaten
X1,X2 berechnen.
Kreis: x2+y2+p1x+p2y+ q=0
Gerade : Ax+ By+ C=0
mit x: (-By- C)’+ y*+ py (-By-C) + pyy+q= 0
60.5 Durchstosspunkte der Kugel mit einer Geraden in Parameterform

2 2 5

(x=xgtta)- 1y t|(y= yot tay)- Ty +((z: zot tay)- 1, =R
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60.7 Polare/(Polarebene)§

Polare (Polareben).

P1,P2

1. Setzt man den Punkt Py in die Tangentengleichung ein so erhalt man die
2. Setzt man diese wieder um in die Kreisgleichung ein erhalt man die Punkte

3. Diese eingesetzt in die Tangentengleichung ergeben Tangente 1 und 2.

Polarel 60.7.2 Gesucht der Pol

Polarebene

P1

Gegeben Kreis(Kugel)
Gegeben Gerade(Ebene)
Gesucht

Die Verhaltnisgleichungen lauten:

X*+y+Z2+Ux+Vy+Wz+q=0
Ax+By+Cz+D=0
Pol Po(p/py/p-)

60.7.1 Eigenschaften der Polare (Polarebene)

(G- T)(E-5)-R*

— =0

r0 - rm‘

-R* -R°
td'= =

i:O - fm‘ d
dd= R?

2

@ +E§ @ +X§ A
px 2 py 2 —
py 2 pz 2 —

+ + Wp_ +
§p2+ WZH 0Up, + Vp, t Wp, + 2q[] = c

Diese 3 Gleichungen nach Py,P, und P, auflésen

60.8 Potenz eines Punktes beziiglich eines Kreises oder einer Kugel

Die Potenzgerade(Potenzebene) erhalt
man in dem sich 2 Kreise (Kugeln)
schneiden.

I :Xf+ Y?+ Cx,+ Dy, +q,=0
:x;+y,+ Cx,+ Dy, +q,= 0
Die Potengerade(-ebene) erhélt man in

dem die | -Il rechnet so dass x? und y?
verschwinden.

Potenzgerade

Autor: M.Drifte

Seite: 50/55

19. Nov. 2006




| Formelsammlung Algebra

61. Das Vektorprodukt oder
Kreuzprodukt

Siehe Algebra
Flachenprodukt \ R4
Das Flachenprodukt ist gleich dem positiven PR
oder negativem Flacheninhalt des von a

und p aufgespannten Parallelogramms

Zwei Vektoren sind kollinear wenn:
|a.0] =
Die Flache eines Dreiecks:

= yab sin[y]
Das Flachenprodukt ist somit:

[a,b] Zayh

Das Vektor Produkt wird wie Folgt
gerechnet
DaID Db1

x Bb,J wird geschrieben zu
H 6.8

%al a2 a3Fal a2

bl b2 >{73 1 >(72
]az %3 - a3%2D
=> ]a3Db] - alDb3D

%al %2 - a2 %]H
Gesetze: [b— &.l - -[ﬁ I;l
1. Das kommutativ Gesetz ’ ’
2. Das assoziative Gesetz lﬁ b+ El . l5 5] +[a,d]
3. Sind x, y reelle Zahlen lxa yb] - xyl;l b]
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62. Das Spatprodukt

Siehe auch ,Berechnung der Determinate“ in Algebra

Definition:

Unter einem Spatprodukt von drei
Vektoren versteht man das positive oder
negative Volumen des von diesen
Vektoren aufgespannten Spats(Je nach

links oder rechtssystem).

|axb)+c=]ab.d _
(FUr Bestimmung Rechts- oder Linkssystem a >
Schraubenregel verwenden)
Gesetze

[a&4:@3ﬁkiaaﬂ:{a&ﬂ:{&aj:ﬂaaﬂ

- a b ¢
asbacl “lay b, o Eine sog. 3-gliedrige Determinante
az by ¢
xﬁ,yl;,zE = xy7 E,I;,E]
a+b,¢d|=|acd|+[be.d

Cramersche Regel zur Losung eines Gleichungssystem mit
3 Gleichungen und 3 Unbekannten

ax t+ by t ¢z = d
Die Gleichung a,x + b,y *+ ¢z = d, kann als Vektorgleichung
azx t by t cz = dy

geschrieben werden  xd+ yb+ z¢ = d so das gilt:

Abstandsprobleme
1.Abstand eines Punktes P1 von einer

Ebene 7= 7yt ua+ vb

Qb 7

U

2. Abstand eines Punktes von einer
Geraden 7 = 7y t ta im Raum

d:Ei@;ﬁMgE:a-%
a

Berechnung des Fusspunktes F
a(fi-7)
F=F+ a—za

3. Abstand zweier windschiefer
Geraden 7= iyt taund 7 = 7 + th
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Geometrische Probleme
1. Volumen eines Tetraeaders

= 1|48, 3¢, 40|

Mehrfachprodukt
1. Dreifachprodukt

ax(bxe|=|ablp-(ab)e

2. VierfachprE)dukt ) o L
|axb)+(exd)=(ac)b+d)-|ad)b ]

|axb)(cxd= [d,b,d]é-

a,z?,a]c?

Problem Flugverkehr auf AbPLWinkel
der Erde .

( Achtung bei Flug von Nordhalbkugel
zur Sudhalbkugel )

3. Beweis der Hauptformeln der
spharischen Trigonometrie
Seiten-Cosinussatz
cos(a) = cos( b) cos( c) + sin( b) sin( c) cos(a]
a,b,c in Bogenmass
Sinussatz
sin( b) sin(a ] = sin(a] sin(ﬁ)

sin(a ) sin(b) sin(c) = [7,.75.7c||

>

+ zyklisches Vertauschen

Winkel-Cosinussatz

cos(a ) z - cos[ﬁ) cos[y) + sin(ﬂ) sin[y) cos(a]
und" zyklischevertauschung"

Sinussatz Drei der roten Stlicke miissen gegeben sein,
sSS dann kann man mit dem Sinussatz das vierte
berechnen.
Seiten Cosinussatz a//’/\ Rote Stiicke gegeben, eines der blauen
SKS Ve \C gesucht und das andere ebenfalls gegeben,
V& .| dann kann das gesuchte Stiick mit dem SKS
L b berechnet werden.
Winkel Cosinussatz B Rote Stlicke gegeben, eines der blauen
WKS \C gesucht und das andere ebenfalls gegeben,
M dann kann man das gesuchte Stiick mit dem
WKS berechnet werden.

Flache eines Spharischen Dreiecks
In einem Spharischen Dreieck gelten die Ungleichungen:
m< a+f+y <3m

0< atbtc <21 (a,b,cin Bogenmass [a = %])

Der Exzess eines Kugeldreieck ist Def.
e=a+tfty-nm
Daraus ergibt sich die Flache:

A= ¢’
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98. Spezielle Gleichungen

98.1 Grundmenge G Lésungsmenge L

98.5 L6sungsmenge mittels des Rang Kriterium

L=G Identitat,tantalogie oder kantalogie Gleichung
L=y¢ Kontradiktion oder kontradiktorrisch Gleichung
p< LG Bedingungsgleichung

Gleichung der Form

apx;tapx; tapx; = b
Ay Xyt ayxyt a;xy = b,
az Xyt aspx, tagxs = by

98.2 Ungleichungen
98.2.1 Einige Regeln

iii Falls
c>0:
c<0:

(iv) Falls
(v) Falls

a<b, dann gilt fir
ac < bc
ac > bc
a<b und c<d, dann gilt
a+c < b+d
a>0 und b>0
1 1

> =
a

oder a<0 und b<0, dann folg

aus a< bl

98.3 Lésen von Wurzelgleichungen

zb von oben.

Koeffizienten nxm Matrix
Dap,
A= Hay
asy

ay, a0
ax 9235
dz dszz

zb. von oben

v Hall
A = Dazl
Oas,

Erweiterte Koeffizientenmatrix nx(m+1)

ap dgs
ay Ay
a3 a3

blE

sz
by00

Die Losungsmenge ist nach folgender Tabelle definiert

n<m

n=m

n>m

Rg(A’)<n

Rg(A’)=n

Rg(A’)<n

Rg(A’)=n

Rg(A’)<n

Rg(A’)>n

Wourzelgleichungen werden geldst in dem man alle ausdriicke mit der Wurzel auf eine Seite
bringt.

Dann wird durch quadrieren die Wurzelausdriicke eliminiert.

Achtung!

Es kénnen neue Lésungen entstehen. D.h es muss kontrolliert werden ob jede Lsung eine
glltige Losung ist.

Rg(A)<Rg(A’)

Keine Los.

Keine LOs.

Keine LOs.

Keine LOs.

Keine LOs.

Keine Los.

Rg(A)=Rg(A’)

Eine Los.

Methode der

kleinsen Quadr.

98.4 Lésen von Exponentialgleichungen

Den Ausdruck mit dem x im Exponenten in Faktoren umformen
a*lc=b"1d

oder
a*=b*

Dann auf beiden Seiten den Logarithmus ziehen. (Regeln siehe Logarithmen)
xIn(a) = zIn(b)

_ zIn(b)

In(a)
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99. Boolesche Algebra

Boolesche Verkniipfung

Bezeichung Notation Bemerkung
Negation NOT, x
Konjuction AND, O | - Auf das - kann verzichtet
werden
Disjunktion OR, +
Verwendete Symbole
NOT — 4| A
1
AND A A B | AB
| aB 0 0| o0
2l & o 1] 0
1 0l o0
1 1] 1
OR \ A B | A+B
T | A+B ) 0
B [>1] 0o 1 1
1 0| 1
11 1
Prioritaten
1. NOT
2. AND
3.0R
Rechenregeln
1) |0=1;T=0;A=A
2) | A+0=A ; AD0=0
3.) A+1=1 ; All=A
4) [A+A=A ; ATA=A
5) |A+A=1 Tautologi
6.) |ADA:=0 Kontra...
7.) AlB= BIA Kommotativgesetz
A+ B= Bt A
8.) (A+B)+C=(A+B)t+ A Assoziativgesetz
(AOB)IC = (ADB)DA
9.) AlB+ C)= AB+ AC Distributivgsetz

A+BC)= (A+B)IA+C)

10.)
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